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        הקדמה

  שונות  בפקולטות)  2- א''חדו  (2- שלומדים  קורס  אינפי  ספר זה  מיועד  לסטודנטים
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  .של הספר הזה

  .  פרקים25בספר  .  והסברים  פתרונות  מלאים  עם   תרגילים  700 -הספר  כולל  יותר  מ

  תיאורטי חומר  ,תרגילים  והוא  כולל  הלימודים  תוכנית  של  מסוים  נושא  הוא  פרק  כל

  מאוחדים   התיאורטי  והחומר  התרגילים  .והפתרונות  )וסחאותנ  ,משפטים,  הגדרות(נחוץ  

  ). "פתרונות"שנקרא   (  פתרונות  התרגילים  נמצאים  בחלק  השני.  בחלק  הראשון  של  הספר

אחד  מפרקי  הספר  מוקדש     (*).כוכביתב  הידע  מסומנים  להעמקת  תרגילים  שמיועדים

  נושא  זה מיועד לסטודנטים.  ממדיים- גרלים  רבלשימוש  בסימטריה  בחישובי  אינט

  שלומדים  פיזיקה  ולפי  דרישות  הקורס  צריכים  לדעת  להשתמש  בסימטריה  של  בעיה

  בנוסף  לתרגילים,  הספר.  משולש  ממדי  במקום  אינטגרל- כדי  לכתוב  אינטגרל  חד

  הרשימה  הביבליוגרפית.  עיםידו  כולל גם  שאלות  המופיעות  באוספי  תרגילים,  מקוריים

  .הובאה  בסוף  הספר

ויהיה  יעיל  גם  ) 2-א"חדו  (2- המחבר  מקווה  שהספר  יעזור  לסטודנטים  בלימודי  אינפי
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  1                                                                                                               מושגים  יסודיים.1
  
  

  מושגים יסודיים .1
  

    משתנים nפונקציה  של    :הגדרה 1 2 3 ny f x , x , x , , x   שמתאים  לכל  נקודה,  היא  כלל  

 1 2 3 nx , x , x , , x   בתחוםD  המרחב  ה  של -n -  ממדי nRל  המשתנה    ערך  ממשי  אחד  שy.  

1  קואורדינטות  הנקודה :  במקרה  הזה 2 3 nx , x , x , , x משתנים  בלתי  תלויים    הן  ,y -הוא   

  .  הוא  תחום  ההגדרה  של  הפונקציהD,  )ערך  הפונקציה(משתנה  תלוי  

  משתנים   שני   היא  פונקציה  של  z  כאשר,  במקרה  פרטי z f x, y   ,   תחום   ההגדרהDהוא  חלק    

  .XY  של  המישור

     ההגדרה  של  הפונקציהמצא  את תחום .1דוגמה  z 1 x ln 1 y   במישור   ושרטט  אותו  XY.  

                                                                    :פתרון z 1 x ln 1 y      

                                               
1 x 0 x 1 1 x 1

וגם 
1 y 0 y 1 1 y 1

        

       

  

: תחום  ההגדרה  של  הפונקציה  D x, y 1 x 1 , 1 y 1      . מבחינה   

  שעבור  כל  הנקודות,   כך  XYבמישור    תחום  ריבועי    הואDגיאומטרית   
  

1  :מתקיים x 1 , 1 y 1     )  צלעותה  כולל  לא  y 1 , y 1 .(  
  

ערך  הפונקציה   z f x, y  בנקודה   a, b   z f a,b הוא  קטע  

אם  הפונקציה    ).Z- ה  מקביל  לציר  (XYונך  למישור  אשמ z f x, y  

  אז  אוסף  של  כל  הנקודות  בעלות  הקואורדינטות   ,Dמוגדרת  בתחום  

  x, y, f x, y  3מימדי - במרחב  תלת  משטח(גרף  הפונקציה    הואR.(  

  משוואה(  המישור  משוואת   :המשטחים  השימושיים  ביותר  משוואות
  

Ax):  נאריתלי By Cz D 0    . 6  :למשלx 3y 2z 12 0   או    

בצורה  
3

z 3x y 6
2

   .  ונך  לציר  האמשוואה  של  מישור  שמ -Z : z C.  

2  :גליל  ישר  של  משוואה 2 2x y R ,    2  :אידפרבולו  של משוואה 2z x y   ,  משוואה  של  חרוט

2 2 2z x y   ,ספרה    של  משוואה)sphere  ,2  ):מעטפת  של  כדור 2 2 2x y z R  .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

Axלמשל  מישור  ,  משטחים  שני  נחתכים  כאשר By Cz D 0   יה    עם  גרף  הפונקצ z f x, y,  

   אם  נציב).  מימדי- תלתבמרחב  (מתקבל  קו  החיתוך  
A B D

z x y
C C C

      במשוואה   z f x, y ,

  המישור  אם:  לדוגמה.  XYהמישור    היטל  של  קו  החיתוך  עלהא   משוואת  ''ז  ,zנקבל  משוואה  בלי  

z 1 2x 2y  2  גרף  הפונקציה    חותך  את 2z 3 x y    )אז  מתקבל  קו  החיתוך,)פרבולואיד      

1

1

-1

-1



   מושגים  יסודיים.1                                                                                                             2
  

  :   נוכל  למצוא  על  ידי  ההצבהXY  על  המישור  של  הקוהיטל  הומשוואת   ממדי  במרחב  תלת 
  

    2 2 2 2 2 21 2x 2y 3 x y x 2x y 2y 2 x 2x 1 y 2y 1 4                   

  שמרכזו  בנקודה  2מעגל  בעל  רדיוס     (                                          1,1   (   2 2
x 1 y 1 4      

  

fהעקום  : הגדרה (x, y) C  הפונקציה    של  הגובה  נקרא  קוz f (x, y)  

    קו  החיתוך מבחינה  גיאומטרית  קו  הגובה  הוא.  Cהמתאים  לערך  של  

של  גרף  הפונקציה   z f x, y     עם  המישורz C, ו  - f x, y C  

  .XYל  על  המישור  ''הנ  החיתוך  היא  משוואת  ההיטל  של  קו

  שלושה  משתנים    היא  פונקציה  שלu   אם:  באופן  דומה u f x, y, z  

המשטח    אז f x, y, z Cשל  הפונקציה      נקרא  משטח  הרמהu  המתאים  

  ). C-   שווה  ל   נקודה  שלו  ערך  הפונקציהשבכל,  משטח(   Cערך  של   ל
  

z  של  הפונקציה   קווי  הגובהמצא  את   .2דוגמה  y x .  

2       :פתרון 2z y x C y x y x C y x C            
  

y- החל  מ  (קווי  הגובה  הם  ישרים  מקבילים x" ומעלה(".  

           של  הפונקציהמשטחי  הרמה  מצא  את  .3דוגמה  2 2

z
u z 0

x y
 


.  

        :פתרון     2 2
2 2 2 2

z z
u z 0 C C 0 , z C x y

x y x y
      

 
  

 לא  כולל  הנקודה (פרבולואיד  כל  משטח  רמה  הוא   0,0,0.(  

  
  
  
  

  

  :שרטט  אותו  במערכת  ציריםשל  הפונקציה  ומצא  את  תחום  ההגדרה  
  

             

 
2

arctan x y
, y 2

z 4 y
0 , y 2

2)

 
   

  

                               x y 5z y 5 e1)    

                6 2 2
2

y
z 36 4x 9y

x 1
4)   


                           

 xy2 2

2 2

x y 9
z

x y
3)

 



  

                               
2 216 x 4y

z
1 arcsin y

6)
 




                           
2 29 x y

z ln x
x

5)
 

   

                                       2 2z x y 48)                                        z ln ln x y7)    

  
  :קציה  של  הפונ)רמההמשטחי  (גובה  ה  קווי  אתמצא  

  

       
2y xz e11)                            z xy10)                              2 2z ln x y9)    

                        2 2 2u x y z13)                                                z arctan y x12)     

                 
2 2

z
u z 0

x y
15)  


                            2 2u z x y14)             



  3                                                         גבול  ורציפות  של  פונקציה  של  משתנים  אחדים .2
  
  

   פונקציה  של  משתנים  אחדיםגבול  ורציפות  של . 2
  

 תהי z f x, y    בתחום    מוגדרתשפונקציהDו   - 0M a,bקטנה  ,שלה  סביבה    היא  נקודה  שבכל  

  ). "נקודת  הצטברות"  היא  0Mא  ''ז   (Dלפחות  נקודה  אחת  השייכת  לתחום    קיימת  ,ככל  שיהיה

εבלשון (הגדרה  -δ:(המספר    L   הפונקציה  של  הוא  גבול   f x, y  בנקודה  0M a,b,כל  עבור   אם  

0   ,0קיים  ,  ככל   שיהיה  קטן שמתקיים  ,   כך f x, y L      כאשרx a ,   y b .  

  : בלשון  הסדרות  של  גבול  הפונקציה  יתההגדרה  האקוויוולנט
  

  של  הפונקציה  גבול     הואLהמספר   f x, y בנקודה   0M a,b,הנקודות   סדרת  כל  עבור    אם

nM , M , M , , M ,1 2 3     iM D0 לנקודה    המתכנסתM  ,ערכי  הפונקציה  של  המתאימה  הסדרה  

       nf M , f M , f M , , f M ,1 2 3  מתכנסת  ל   - L  .ורושמים:  

 
x a
y b

f x, y Llim



       או        
   

 
x , y a ,b

f x, y Llim


           או          x , y a ,b
f x, y L


  

  .0M-במסלול  ההתקרבות  ל  לא  תלוי  קיים  רק  אם  הוא   0Mשגבול  הפונקציה  בנקודה   נדגיש 

ח  שהגבול    הוכ.1דוגמה 
   x , y 0,0

x

x y
lim
 

  .  לא  קיים

  

  בתור  מסלול  ההתקרבות  לנקודה נבחר   :פתרון 0,0 את  הישר  y kxונקבל   אחרי  ההצבה  :  

                         
     x , y 0,0 x 0 x 0

x x x 1
y kx

x y x kx x 1 k 1 k
lim lim lim
  

    
   

  

א  במסלול  ההתקרבות  לנקודה  ''  זk  בפרמטר  הגבול  לא  קיים  כי  הוא  תלוי 0,0.  
  

  :הצטברות  בסביבת  נקודת  הפונקציה  ערכי  של  פונקציה  אפשר  להשתמש  בהערכת  גבול  כדי  לחשב

   :את  הגבול  חשב .2דוגמה 
   

5

2 2x , y 0,0

x

x y
lim
 

.  

      :פתרון
5 5 3

2 2 2 x 0

x x
0 x 0

x y x 
   


מגיעים  למסקנה   "  'סנדוויץ " לפי  משפט  .   

  :ניתן  לחשב  את  הגבול  גם  באמצעות  המעבר  לקואורדינטות  קוטביות  .0- ל שהגבול  המבוקש  שווה 
                      

5 5 5
3 5 3 5 3

2 2 2 0rx 0 r 0 r 0
y 0

x r cosx r cos
r cos , 0 r cos r 0

y r sinx y r
lim lim lim

  


 
       

 

  .משתמשים  בחישוב  גבולות  כדי  לבדוק  רציפות  של  פונקציה  בנקודה
  

    תהי  :גדרהה z f x, yשמוגדרת  בתחום   ,    פונקציהDו    - 0M a,b D  .הפונקציה   f x, y  

רציפה  בנקודה   0M a,b  ,אם  מתקיים   
   

   
x , y a , b

f x, y f a, blim


.  

  

  
  
  ונקציהחישוב  גבול  של  פ. א

  

  : לא  קייםהואהוכח  שאו  חשב  את  הגבול  הנתון  
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                                                                                            31 x y y , y 0 1 , n 427)      
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